
A. Çàäà÷à îá î÷êàõ

Èçó÷åíèå àçàðòíûõ ñëó÷àéíûõ èãð âîñõîäèò ê ðàííåé èñòîðèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, è äàæå
ñåé÷àñ ýòè èãðû äîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî òðåíèðîâî÷íûõ çàäà÷ êàê äëÿ íà÷èíàþùèõ, òàê è äëÿ
ñïåöèàëèñòîâ.

Îêîëî 1654 ã. ëþáèòåëü ìàòåìàòèêè øåâàëüå äå Ìåðå êîíñóëüòèðîâàëñÿ ñ Áëåçîì Ïàñêàëåì (çíà-
ìåíèòûì ìàòåìàòèêîì, åñòåñòâîèñïûòàòåëåì è ôèëîñîôîì) îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ
îáîáùåíèé ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Äâîå èãðîêîâ èãðàþò ñåðèþ ïàðòèé, ïðè÷¼ì â êàæäîé ïàðòèè êàêîé-òî èç äâóõ èãðîêîâ âûèãðû-
âàåò îäíî î÷êî; øàíñû âûèãðûøà äëÿ ýòèõ èãðîêîâ êàæäûé ðàç ðàâíû. Òîò èç èãðîêîâ, êîòîðûé
ïåðâûì íàáåðåò òðè î÷êà, çàáèðàåò îáå ñòàâêè. Èãðîêè âûíóæäåíû ïðåêðàòèòü èãðó â ìîìåíò,
êîãäà ïåðâûé èãðîê íàáðàë 2 î÷êà, à âòîðîé � 1 î÷êî.

Êàê ñëåäóåò èì ðàçäåëèòü ìåæäó ñîáîé ñòàâêè? Ïàñêàëü ñ÷èòàë, ÷òî ñòàâêè ñëåäóåò ðàçäåëèòü
â îòíîøåíèè 3 ê 1 â ïîëüçó ïåðâîãî èãðîêà.

Íàïèøèòå ïðîãðàììó, ìîäåëèðóþùóþ ýòó èãðó. Ñêîëüêî èç ýòèõ èãð âûèãðàë èãðîê, óæå íà-
áðàâøèé 2 î÷êà, à ñêîëüêî � èãðîê, íàáðàâøèé 1 î÷êî?

B. Çàäà÷à î äëèòåëüíîñòè èãðû

Äâà èãðîêà îáëàäàþò ïåðâîíà÷àëüíûìè êàïèòàëàìè ñîîòâåòñòâåííî â M è N åäèíèö. ×òîáû
ó÷àñòâîâàòü â îäíîé ïàðòèè èãðû, êàæäûé äîëæåí ïîñòàâèòü íà êîí îäíó åäèíèöó ñâîåãî êà-
ïèòàëà. Øàíñû âûèãðûøà äëÿ êàæäîãî èãðîêà îäèíàêîâû, è âûèãðûâàþùèé ïàðòèþ çàáèðàåò
îáå ñòàâêè.

Åñëè èãðà ïðîäîëæàåòñÿ äî ðàçîðåíèÿ êàêîãî-ëèáî èãðîêà, òî èç ñêîëüêèõ ïàðòèé îíà áóäåò
ñîñòîÿòü è êàêîâû øàíñû âûèãðûøà ó èãðîêà, íà÷èíàþùåãî èãðó ñ êàïèòàëîì â M åäèíèö?
Ðàññìîòðèòå çàäà÷ó î äëèòåëüíîñòè èãðû ïðè M = 3, N = 2:

• Íàéäèòå ñðåäíåå ÷èñëî ïàðòèé â îäíîé èãðå;

• Âû÷èñëèòå, êàêóþ ÷àñòü ñîñòàâëÿëè èãðû, âûèãðàííûå èãðîêîì ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì â
M åäèíèö.

Ñìîäåëèðóéòå çàäà÷ó äëÿ ðàçíûõ M è N :

• Âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà èãðîêà ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì â M åäèíèö;

• Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãðà áóäåò ñîñòîÿòü èç T ïàðòèé.

C. Èìååòñÿ êîëîäà èç 52 êàðò. Êàðòû äîñòàþòñÿ ñâåðõó ïî îäíîé. Çàäà÷è (ïðåäïîëàãàþùèå êàê
êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå, òàê è òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ, âîçìîæíî, òàêæå ñ ïîìîùüþ êîìïüþ-
òåðà):

• Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûé òóç ïîÿâèòñÿ íà 1-ì ìåñòå? íà 2-ì ìåñòå? . . .íà 52-ì
ìåñòå?

• Íà êàêîì ìåñòå â ñðåäíåì ïîÿâëÿåòñÿ ïåðâûé (âòîðîé, òðåòèé, ÷åòâ¼ðòûé) òóç? Âû÷èñëèòå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà êàðò, êîòîðûå íàäî âûòàùèòü èç êîëîäû äî ïåðâî-
ãî (âòîðîãî, òðåòüåãî, ÷åòâ¼ðòîãî) òóçà, äâóìÿ ñïîñîáàìè � ìîäåëèðóÿ ýòîò ïðîöåññ è ïî
îïðåäåëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïîñ÷èòàâ ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè.

• Ñðåäè êàêîãî êîëè÷åñòâà êàðò, ëåæàùèõ ñâåðõó êîëîäû, â ïîëîâèíå âñåõ ñëó÷àåâ çàâåäîìî
íàõîäèòñÿ ïåðâûé òóç?

D. Êîëè÷åñòâî ñîâïàäåíèé

Âûáåðèòå èç îáû÷íîé êîëîäû èãðàëüíûõ êàðò (52 êàðòû) äâå ìàñòè � ïèêè è ÷åðâè. Ðàñïîëî-
æèòå êàðòû ÷åðâîâîé ìàñòè â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå; òóç, 2, 3, 4, . . . , 10, âàëåò, äàìà, êîðîëü.

Ïåðåòàñóéòå êàðòû ïèêîâîé ìàñòè è âûëîæèòå èõ ðÿäîì ñ ÷åðâÿìè.

Ñîñ÷èòàéòå êîëè÷åñòâî ñîâïàäåíèé çíà÷åíèé êàðò â ýòèõ ìàñòÿõ. Âûïîëíèòå ýòîò ýêñïåðèìåíò
íåñêîëüêî ðàç è íàéäèòå ñðåäíåå ÷èñëî ñîâïàäåíèé êàðò.

Ïîïðîáóéòå óãàäàòü òåîðåòè÷åñêîå ñðåäíåå ÷èñëî ñîâïàäåíèé.
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E. Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

Â òî÷êå 0 ÷èñëîâîé îñè íàõîäèòñÿ íåêîòîðàÿ ÷àñòèöà. Êàæäóþ ñåêóíäó îíà ñ ðàâíîé âåðîÿòíî-
ñòüþ ñäâèãàåòñÿ íà 1 ëèáî âïðàâî, ëèáî âëåâî. Âîïðîñû:

• Êàê äàëåêî â ñðåäíåì îêàæåòñÿ îíà îò òî÷êè 0?

• Ñêîëüêî âðåìåíè â ñðåäíåì îíà áóäåò íàõîäèòüñÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè? Íà îòðèöà-
òåëüíîé ïîëóîñè?

• Ñêîëüêî ðàç â ñðåäíåì â òå÷åíèå áëóæäàíèÿ îíà áóäåò ïîïàäàòü â òî÷êó 0?

F. Ïàðàäîêñ Ìîíòè Õîëëà

Èìååòñÿ òðè êîðîáêè, â îäíîé èç êîòîðîé øàðèê, à äâå äðóãèå ïóñòû. Åñòü èãðîê, öåëü êîòîðîãî
� óãàäàòü êîðîáêó ñ øàðèêîì è âåäóùèé, êîòîðûé çíàåò, â êàêîé êîðîáêå íàõîäèòñÿ øàðèê.

Â íà÷àëå èãðîê óêàçûâàåò âåäóùåìó íà îäíó èç êîðîáîê. Âåäóùèé, íè÷åãî íå ãîâîðÿ î ðåçóëüòàòå
âûáîðà èãðîêà, ïîêàçûâàåò, ÷òî â îäíîé èç îñòàâøèõñÿ êîðîáîê øàðèêà íåò.

Âîïðîñ: íóæíî ëè èãðîêó ìåíÿòü ñâîé âûáîð è ïîêàçàòü íà îñòàâøóþñÿ òðåòüþ êîðîáêó? Óâåí-
ëè÷èò ëè ñìåíà âûáîðà âåðîÿòíîñòü óãàäàòü êîðîáêó ñ øàðèêîì?

Íàïèøèòå ïðîãðàììó, ìîäåëèðóþùóþ èãðó è âûÿñíèòå ñòîèò ëè èãðîêó ìåíÿòü âûáðàííóþ
êîðîáêó èëè íåò. Âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà â îáîèõ ñëó÷àÿõ.

G. Òåîðèÿ î÷åðåäåé

Ëþäè, ïîäõîäÿùèå ñëó÷àéíûì îáðàçîì â ðàçëè÷íîå âðåìÿ ê ïðèëàâêó ìàãàçèíà, çà êîòîðûì
èõ îáñëóæèâàþò, îáû÷íî âûñòðàèâàþòñÿ â î÷åðåäü, åñëè èõ äîñòàòî÷íî ìíîãî. Åñëè èçâåñòíû
äàííûå, êàñàþùèåñÿ ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ïîêóïàòåëåé è âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ îäíîãî
ïîêóïàòåëÿ, òî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü, íàïðèìåð, òàêèå âîïðîñû:

• Êàêîå âðåìÿ çàòðàòèò â ñðåäíåì îäèí ïîêóïàòåëü íà ñòîÿíèå â î÷åðåäè?

• Â òå÷åíèå êàêîãî âðåìåíè î÷åðåäü áóäåò ñîñòîÿòü áîëåå ÷åì èç 10 ÷åëîâåê?

• Êàêîé ýôôåêò äàñò äîáàâëåíèå åù¼ îäíîãî ïðîäàâöà?

• Åñëè ëþäÿì çàïðåùàåòñÿ ñòàíîâèòüñÿ â î÷åðåäü è èì ïðèõîäèòñÿ ïîêèäàòü ìàãàçèí, òî
êàêîé ïðîöåíò ïîêóïàòåëåé îñòàíåòñÿ íåîáñëóæåííûì?

Ðàçëè÷íûå âèäîèçìåíåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïðè èññëåäîâàíèè ýêñïëóàòàöèîí-
íûõ õàðàêòåðèñòèê êîìïëåêñà ñòàíêîâ, ïðè ðåøåíèè âîïðîñà î êîëè÷åñòâå êîíòðîëüíûõ àâòîìà-
òîâ, êîòîðûå ñëåäóåò óñòàíîâèòü íà ñòàíöèè ìåòðî, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè îáîðóäîâàíèÿ, íåîáõîäè-
ìîãî äëÿ òåëåôîííûõ ëèíèé èëè êîìïüþòåðíûõ ñåòåé, è äàæå ïðè êîíñòðóèðîâàíèè è êîíòðîëå
ïëîòèí.

H. Òåîðèÿ ýïèäåìèé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ èíôåêöèîííàÿ áîëåçíü ïåðåäàåòñÿ ïðè êîíòàêòå ñ çàðàçíûì áîëü-
íûì, ïðè÷¼ì äëÿ ïðåäðàñïîëîæåííîãî ê ýòîé áîëåçíè ÷åëîâåêà âñåãäà ñóùåñòâóåò íåêèé øàíñ
çàðàçèòüñÿ ïðè ëþáîì òàêîì êîíòàêòå, íî, ðàç ïåðåáîëåâ, îí ñòàíîâèòñÿ íåâîñïðèèì÷èâûì ê
ýòîé èíôåêöèè è íå ìîæåò åå ïåðåäàâàòü.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ýïèäåìèé îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ýïèäåìèé â òåðìèíàõ êîëè÷åñòâà
ïðåäðàñïîëîæåííûõ ê áîëåçíè, çàðàçíûõ è íåâîñïðèèì÷èâûõ ê èíôåêöèè ëþäåé â çàâèñèìîñòè
îò âðåìåíè.

Çäåñü âîçíèêàþò ñëåäóþùèå òèïè÷íûå âîïðîñû:

• Ñêîëüêî ïðåäðàñïîëîæåííûõ ê áîëåçíè ëþäåé îñòàíåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê ýïèäåìèÿ êîí÷èòñÿ,
ò.å. êîëè÷åñòâî áîëüíûõ ñòàíåò ðàâíûì íóëþ?

• Êàê äîëãî ïðîäëèòñÿ ýïèäåìèÿ?

• Êàêîâà âåðîÿòíîñòü êîíöà ýïèäåìèè äëÿ ãîðîäà ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì æèòåëåé?

I. Ôóíêöèÿ shu�e

Â ÿçûêå Python åñòü âñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ shuffle. Îíà ¾ïåðåìåøèâàåò¿ ýëåìåíòû ìàññèâà,
ÿâëÿþùåãîñÿ å¼ ïàðàìåòðîì.

2



Ðåàëèçóéòå ñâîþ ôóíêöèþ shuffle, êîòîðàÿ ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíóþ ïîäñòàíîâêó èç ÷èñåë 0, 1, . . . , N−
1, èñïîëüçóÿ òîëüêî ôóíêöèþ randint èç ìîäóëÿ random.

Ðåàëèçàöèÿ äîëæíà èìåòü ñëîæíîñòü O(N) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îäèí âûçîâ randint ðàáîòàåò
çà âðåìÿ O(1).
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